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o Supongamos que tenemos esta tabla con datos:

o Esta tabla puede representar los resultados de mediciones o de calculos.

o Los datos se pueden usar para representar en forma discreta una funcién.

X Yi

0 0,314 0,9511
1 0,419 09135
2 0,628 0,8090
3 1,257 0,3090

uBafiuba @
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o Una forma de hacer esto es graficar los datos de a tabla:

1

*
L
L
0,75 |
0,5}
®
0,25
D 1 1 1 1 1
0 0,25 0,5 0,75 1 1,25 1,5

Figura: Grafico con los valores de la tabla
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©

Con estos datos queremos obtener f(z) para x = 0,500. j Qué podemos hacer?

o Una primera aproximacién puede ser construir un segmento de recta entre los dos
puntos adyacentes al buscado.

o Asi, tenemos la siguiente funcién:

x — 0,628 x — 0,419
=09135——"—— +0,8090 ———— ——.
f(@) =0, 0419 —0.628 V0628 — 0,419
o Si hacemos x = 0,500, resulta:
0,500 — 0,628 0,500 — 0,419
0,500) = 0,9135—>——"— 40,8090 ——————
1(0,500) ’ 0,419 — 0,628 +9, 0,628 — 0,419

= | £(0,500) = 0,8731]
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o Este es una de las formas mas usadas para obtener valores intermedios. Es la
Interpolacién Lineal.

o No siempre los resultados que obtenemos con este método son considerados
aceptables.

o Podemos mejorarlos si planteamos esto:

2

ag+arxo+aszo”+ ...+ an " = Yo
2

agtarritasri +...ta, Tt =1

a0+a1xn+a2wn2+...+anxn = Yn

o Hemos generado un Sistema de Ecuaciones Lineales para un modelo de
Interpolaciéon Polinomial.

(e umafba @
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o Lo podemos expresar en forma matricial:

1 o x02 v .’L‘on ap Yo
1 T I12 e l’ln aq Y1
1 2 n
Ty Tp P ) an, Yn
7 N~ =
A X B

o Resolver este sistema lo podemos hacer con algiin método que ya hemos visto.
o Un dato acerca de la matriz A es que se conoce como Matriz de VanderMonde.

o Esta matriz es conocida porque es mal condicionada.

(e umafba @
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o En lugar de resolver un SEL, existe una forma simplificada para obtener el
Polinomio Interpolante.

o Es el Método de Lagrange Tradicional, mas conocido como Método de
Lagrange, cuya expresién o férmula es:

k
L,w-(x):Hu para j =0;1;...;k e 1 # ],

iZoTi T

Py j(z) = yj - Ly j(z),
k

k
Py(z) = Zpk,z'(fﬂ) = Zyi - Lyi(v),
i=0

i=0
donde k es el grado del polinomio y la cantidad de puntos es k + 1.
(e ueafiube ®
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Método de Lagrange

o Con este método se pueden armar polinomios de diferentes grados:
Py(z), Pi(x), Py(z),..., P(z).

o Cada polinomio P (x) esta formado por £ + 1 polinomios Py, ;(x). Asi tendremos:
Pj(z) =y;-Lij(z) = P Z Py j(xz) (dos polinomios),
Pyj(z) =y; - Laj(z) = Pz Z P j(z) (tres polinomios),

Poj(x)=yj Lnj(x) = Pulz)= ZP,”(Q:) (n+1 polinomios).

(e umafba @
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o Si aplicamos estas expresiones para los datos originales tendremos los siguientes
polinomios de Lagrange:

(z — 0,416) - (z — 0,628) - (z — 1,257)

Lso(z) = (0,314 — 0,416) - (0,314 — 0,628) - (0,314 — 1,257)’
I B (x —0,314) - (x — 0,628) - (z — 1,257)

31(2) = (0,416 — 0,314) - (0,416 — 0,628) - (0,416 — 1,257)’
. B (z —0,314) - (z — 0,416) - (z — 1,257)

32(2) = (0,628 — 0,314) - (0,628 — 0,416) - (0,628 — 1,257)’
Laa(z) = (z —0,314) - (z — 0,416) - (z — 0,628)

(1,257 — 0,314) - (1,257 — 0,416) - (1,257 — 0,628)

(e umafba @
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Método de Lagrange

o Si aplicamos estas expresiones para los datos originales tendremos los siguientes
polinomios de Lagrange:

(z — 0,416) - (x — 0,628) - (x — 1,257)

(0,314 — 0,416) - (0,314 — 0,628) - (0,314 — 1,257)’
(z — 0,314) - (x — 0,628) - (x — 1,257)

(0,416 — 0,314) - (0,416 — 0,628) - (0,416 — 1,257)"
(z — 0,314) - (x — 0,416) - (x — 1,257)

(0,628 — 0,314) - (0,628 — 0,416) - (0,628 — 1,257)’
(z — 0,314) - (z — 0,416) - (z — 0,628)

(1,257 — 0,314) - (1,257 — 0,416) - (1,257 — 0,628)

Ps.o(x) = yo - Lzo(x) = yo -

Psq(x) =y1 - Lza(x) =y1 -

Pso(x) = y2 - Lao(x) = y2 -

Ps3(x) = y3 - Laz(x) = y3 -

Ps(z) = Z P3ij(x) = Pyo(x) + Py () + Paa(z) + Pas(a).
(e ueafiube ®

11446 Interpolacién - Parte 1 A. Numérico | - Modelacién Numérica - Mdos. Matematicos y Numéricos



Método de Lagrange

Método de Newton

Método de Lagrange Baricéntrico
Trazadores Cubicos («Splines»)

INTRODUCCION
INTERPOLACION POLINOMIAL
BIBLIOGRAFIA

Método de Lagrange

o La aproximacion inicial es una interpolacién por el método de Lagrange tomando
s6lo dos puntos de los cuatro:

v — 0,628
Py = un - L. =0.9135 - J
10(@) = yo- Luolw) = 09185 557070 608
x — 0,419

Pri(z) =yo - L1a(z) = "0 69R — 0410
151(2) = yo - L () = 0,8090 0,628 — 0,419’

Pi(x) = Pro(2) + Pra(z),

z — 0,628 z — 0,419

= 0,9135- 0,419 — 0,628 +0,8090- 0,628 — 0,419’

0,500 — 0,628 0,500 — 0,419

P —0.9135 . 22YY T U040 it N kit
1(0,500) = 0,9135 0,419 — 0,628 +0,8090 0,628 — 0,419’

P1(0,500) = 0,8731.
(e ueafiube ®
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Método de Lagrange

©

El grado del polinomio depende de la cantidad de puntos utilizados. Si k =n
usamos todos los puntos (n + 1).

©

Este método tiene ventajas y desventajas.

©

Ventajas

o Es sencillo de entender.
o No incide la distribucién de los puntos.
o Las operaciones para armar el polinomio no dependen de f(z;) (o v;).

Desventajas

©

o Requiere O(nZ) operaciones para obtener los polinomios.
o Se debe recalcular todo si se agregan datos.
o Es un problema que tiende a ser mal condicionado (e inestable).

(e umafba @
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o Existe otro método para para obtener el Polinomio Interpolante.
o Es el Método de Newton.

o La expresion general es:

n 1—1
Po(z) =) Fi [ (@ — =),
1=0 7=0

con

_Fj—Foia

€Ty — .’L‘Z;j

)
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Método de Newton

o La expresiéon matematica para obtener el coeficiente Fj ; es:

Fi,j = f(a;i_j,a:i_jH, . ,1‘1‘) con j S i,

f(@imji1, Timjao, ooy mi) — f(Timjy Ti—jity e oy Tie1)
e

o Por ejemplo, sii =2y j =1, tenemos:

Fyy = f(x1,22) = M

Tro9 — 1

uBafiuba @
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o Con esto podemos generar la siguiente tabla:

i ox f(x) f(xi—1,%i) £(Xi_2, i1, X;)
0 2o f(xo)

1z f(x1) f(xo,x1)= w

2 @ Jlw) flane) = % f(xo0,%1,X2) = %
3 w3 f(x3) flxe,m3)= % Flar, w2, 3) = W

o Con esta tabla, el Polinomio Interpolante resulta ser:

‘Pk(x) = f(zo) + f(zo,71) - (x — wo) + f(w0, 71, %2) - (* — o) - (v — 1) + ... ‘,

con k, grado del polinomio.

{a - uBafiub @
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o Esta forma de generar el polinomio, ordenando los datos en orden creciente de i, se
conoce como Método de las Diferencias Divididas Progresivas de Newton.

o La cantidad de términos depende del grado del polinomio, que a su vez depende de
la cantidad de puntos.

o Asi, si usamos dos puntos, tenemos:

Y1 — Yo (x
r1 — o

Pi(z) = f(xo0) + f(zo,21) - (x —20) = 90 + — o),

con k=1.

o Con tres puntos:
Po() = f(xo) + [0, 1) - (& = 20) + [ (0,21, 22) - (& — w0) - (2 — 1),
con k= 2. (e ueafiube ®
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o Otra forma de generar la tabla es la siguiente:

i Xj f(xi) f(xi, Xit1) f(xi, Xi41, Xi12)
n Tn f(xn)

n—1 x,1 f(xn 1) f(xnfl, Xn)

n—2 Tp_2 f(wnf2) f(.%'n72, wnfl) f(an27 Xn—1, Xn)

n—3 Tn_3 f(xn 3) f(xn—& $n—2) f(wn—37 Tn—2, xn—l)

o Con esta tabla, el Polinomio Interpolante resulta ser:

Pk(x) = f(l'n)_’_f(ajn—la $n)'($_$n)+f(xn—2a Tn—1, xn)'(x_xn)'($_$n—l)+‘ X

con k, grado del polinomio.
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o Esta forma de generar el polinomio, ordenando los datos en orden creciente de i, se
conoce como Método de las Diferencias Divididas Regresivas de Newton.

o La cantidad de términos depende del grado del polinomio, que a su vez depende de
la cantidad de puntos.

o Asi, si usamos dos puntos, tenemos:
Pi(x) = f(zn) + f(Tn-1,70) - (T — 2pn) = yn +

con k=1.

o Con tres puntos:
Pz(l’) = f(xn) + f(In—].a xn) : (SC - xn) + f(l'n—Qa Tn—1, xn) : (35 - l'n) : (55 - xn—l)a
con k = 2. (e ueafiube ®
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o Nuevamente, el grado del polinomio depende de la cantidad de puntos utilizados.

o Este método tiene ventajas y desventajas.

o Ventajas
o Requiere solamente O(n) operaciones para obtener los polinomios.
o Es numéricamente mas estable que el Método de Lagrange para k relativamente
chicos.
o No requiere recalcular todo si se agregan datos en orden.
o Desventajas

o Depende de f(z;).

o Depende del ordenamiento de los datos.

o También tiende a ser mal condicionado.

o Y si k es muy grande, puede volverse inestable.

(e umafba @
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Método de Lagrange Baricéntrico

o Supongamos que definimos el polinomio Ly (z) con la siguiente expresion:

donde k es el grado del polinomio.

o Definamos, a continuacién, un coeficiente que llamaremos peso baricéntrico, que
esta dado por:

1
w; = %
H(xj )
1=0
1#]
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o Para armar el polinomio Ly, j(x) segiun el Método de Lagrange tradicional,

debemos hacer:
"
Lij(z) = Lk(ﬂﬂ)év_i]xj'

o En consecuencia, el polinomio completo tiene la forma:

Py j(x) =y; - Lij(z) =

Yj - wj
J,‘—ﬂjj

Py(z) = Li(z) -
=0

o Esta forma de obtener el polinomio completo se suele denominar como Método
de Lagrange Modificado.

(e umafba @
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o La expresién anterior todavia no es la definitiva. Se puede mejorar y conseguir que
ademas sea estable. Supongamos que ahora interpolamos la funcién constante 1,

entonces: i .
"y
1= Lpj(@)=Lg(z)- Yy —2—
D Ling(w) = Lu(@) - 3 = -
o Dividamos la primera expresion por la altima hallada:

i w; i - w;
Lk((E) . J J J J
7=0 J ] 0 J

Py(z) = : = | P(z) = 7

"y
L . 3

LD Dy i
jZO J =0 J

o Esta expresion se conoce como Método de Lagrange Baricéntico.

Interpolacién - Parte 1
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Método de Lagrange Baricéntrico

o Al igual que el método tradicional, el grado del polinomio depende de la cantidad
de puntos utilizados.

o Ventajas

Qo

*)

Qo

Es sencillo de entender.

No incide la distribucién de los puntos.

Las operaciones para armar el polinomio no dependen de f(z;) (o ;).
Requiere O(n) operaciones para actualizar los polinomios.

Es mas estable que los otros métodos.

No se debe recalcular todo si se agregan datos.

o Desventajas

Qo

Requiere O(n?) operaciones para obtener los polinomios.

o Se mantiene la tendencia a ser mal condicionado en polinomios de grado alto.

24446
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o Supongamos que tenemos esta otra tabla con datos:

i X; Yi
0 0,000 0,500
11,000 0,933
2 2,000 0,067
33,000 0,500
4 4,000 0,933
5 5,000 0,067
6 6,000 0,500
77000 0,933
8 8,000 0,067
9 9,000 0,500
10 10,000 0,933

(e umafba @
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Fenémeno de Runge

o Una forma de hacer esto es graficar los datos de a tabla:

Figura: Grafico con los valores de la tabla.
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Fenémeno de Runge

o Si interpolamos mediante el Método de Lagrange obtenemos lo siguiente:

Z
1714
1425
1143

0857
0574
0286
Fi
S 1 ™~ 3 14 5 13 7 8 1 10

—0.2367
-037h

- 0857
— 1143
— 14297
_y- 174

Figura: Interpolacién.
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Fenémeno de Runge

o Podemos suponer una mejor aproximacion:

2 1.714
14X
1.14.
0.85
037
F®) 028
g 3 6 7 8 9 10
— 0.28
-057
-0.85
—1.14;
— 142
_ym1m

x 10

Figura: Interpolacién mas aproximada (curva azul).
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Fenémeno de Runge

©

Hay diferencias en los extremos de las curvas interpolantes.

©

Esto se conoce como «Fenémeno de Runge>.

©

Se produce para polinomios de grado alto (n>4; 5) y distribucién uniforme
(41 — i = h).

o ;Cémo evitar este fenémeno?

Analizaremos un tipo de interpolacién polinomial que evite esto.

©
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o Primero, planteemos un conjunto de polinomios con esta caracteristica:
2 3
Sj(x) = aj + bj(x — xj) + ¢j(x — z;)* + dj(z — x;)°.
o Segundo, deben cumplir lo siguiente:
Si(z;) = f(xj) =y; — El polinomio «pasa» por el punto dato.
Los polinomios son continuos.

%
—  Las primeras derivadas son continuas.
%

Las segundas derivadas son continuas.

o Tercero, hay que agregar condiciones en los extremos.

(e umafba @
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o Dos casos principales:
@ Frontera natural (o libre):

0 (%0)

@ Frontera condicionada (o sujeta):

So(wo) = f'(2z0) = @

o Variantes:
@ Derivadas nulas en los extremos:

So (o)

@ Derivadas segundas no nulas:

=8 (z,) = 0.

A Sh(an) = f(zn) = B.

=S (z,) =0.

So (o) = f"(xo) =7 A Sji(wn) = f"(xn) = 0.

Interpolacién - Parte 1
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o Por la continuidad de los polinomios tenemos:

Sj(wj41) = Sjt1(wj41)-

o Entonces:

aj +bj(zjp1 — 2;) + ¢j(wjp1 — 2;) + dj(zj41 — 7;7)° = aj41.

o Sixji1 —x; = hj, nos queda:

aj—i-bj-hj+cj-hj2+dj-hj3:aj+1.
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o Por la continuidad de la primera derivada de los polinomios tenemos:

Si(@j+1) = Sja (i)

o Entonces:
bj + 2 ¢j(xj41 — x5) + 3 dj(wj1 — 2)° = aj41.

o Como zj11 — xj = hj, nos queda:

bj+2'Cj'hj+3-dj-hj2: G1-
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o Finalmente, por la continuidad de la segunda derivadatenemos:
S (1) = Siy1(@j41)-
o Entonces:
2-¢j+6-dj(zjy1—xj) =2-¢cjy1 = 2-¢j+6-dj-hj =2-cjq1.
o Si despejamos d;, obtenemos:

_G+1 76
3-hy

S
|
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o Ahora reemplacemos d; en las ecuaciones anteriores:

ot — e

aj+bj'hj+0j'hj2+%'hj2=aj+1,
2-¢j+¢jq

aj+bj'hj+%'hj2:aj+l,

bj+2'cj-hj+(6j+1 —Cj)'hj =bjy1,
bj + (Cj + Cj+1) . hj = bj+1.
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o Con la altima podemos definir b; en funcion de b;_1:
bj = bj1+ (¢j-1 +¢j) - hj1.
o Ademas tenemos que:

aj41 — Gy _ 2- Cj +Cj+1

bj = h;.
j J
h; 3
o Con esta ecuacion también podemos definir b;_:
a; —a;_ 2-ci_1+¢
bj—1: J j—1 j—1 J'hj_l'

hj 1 3
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o Si igualamos las dos ecuaciones de b; tenemmos:

Aj+1 — Qj - 2- Cj + Cj+1
h; 3

“hj =bj1+(¢j1+¢) - hja

o Si despejamos b;_1 nos queda:

aj4+1 — Qj _ 2- Cj + Cj+1
h; 3

bj—1 = Ny = (ej—1 +¢j) - et

o Si igualamos las dos ecuaciones de b; nos queda:

aj_aj—1_2‘Cj—1+Cj.
hj—1 3

:aj+1—aj_2-cj+cj+1.

hj_
G hj 3

hj—=(cj-1+¢5)-hj1.
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o Si reordenamos la ecuacién, nos queda:

2. ci 4 e 2. i . 4 s —as
(Cj—1+cj)'hj_1+M'hj—M'hj_1 B b S L e et
3 3 hj hj_l

o Si ahora reagrupamos todo, nos queda:

hj_1-cj—1+2(hj_1 +hj)-cj+hj-cjz1=3 (ajH B aj_l) .
hj hj_l

o Por definicién tenemos que:

ajr1 = f(zj41), a5 = f(x;) y aj—1 = f(zj-1).
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o Como los valores iniciales son hg y ¢ y los finales son h,,_1 y ¢,, podemos generar
n — 1 ecuaciones lineales:

ho-co+2(ho+hy)-cr+hy-ep=3 (221 _ T _G90)
hl ho

h1-C1+2(h1+h2).02+h2‘03:3 az—az Gz —ay ’
h2 hl

o Tenemos n — 1 ecuaciones lineales y n + 1 incégnitas (co, C1l,... cn).
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o Para resolver el sistema, agregamos dos ecuaciones segin el caso:

@ Frontera natural:
co=0yc,=0,

@ Frontera sujeta:

a1 — ap

2.h0-c0+h0-c1:3(—f’($0)>7
ho

hnfl *Cp—1 + 2- hnfl cCp = 3 (f/(xn) - a’nh_a”ﬂl) )
n—1

o Con estas dos ecuaciones por caso podemos generar dos Sistemas de Ecuaciones
Lineales expresadas como: A - x = B.

uBafiuba @
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o Matriz A para Trazadores Cuabicos con Frontera natural-

41446
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0 0 . 0
2(ho + h1) hy 0 0
h1 2(h1 =+ hg) h2
0 hn—3 Q(hn—?) + hn—Q) hn—2 0
0 hn—2 2(hn—2 + hn—l) hn—l
0 0 1 |
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€o
a

Cn—1
Cn

Interpolacién - Parte 1

o Vectores x y B para Trazadores Cibicos con Frontera natural-

0
az—aj; _ ai—ag
3 (4 - )

3 An—0n—-1 _ Qn—1—0n—2
hnfl hn72
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o Matriz A para Trazadores Culbicos con Frontera sujeta:

(2 hg ho 0 ... e 0 7
h() 2(h0+h1) h 0
0 h1 2(h1 + h2) :
2(hn—3 + hn—?) hn—2 0
: i : hn—2 2(hn—2 + hn—l) hn—l
L0 0 1 2y 1
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o Vectores x y B para Trazadores Cibicos con Frontera sujeta:

- 3 (25 — f'(a0))
€o
3 (a2—a1 _ a1—ao)
C1 hy ho
X = yB=
An—0n— an—1—0n—
cz_l 3 < hnfl - - h%n72 2>
n - —
- - i 3 (f/(l‘n) anhna_nl 1)

uBafiuba @

44446 Interpolacién - Parte 1 A. Numeérico | - Modelacién Numérica - Mdos. Matematicos y Numéricos



Método de Lagrange

Método de Newton

Método de Lagrange Baricéntrico
Trazadores Cibicos («Splines»)

Trazadores Cibicos («Splines»)

INTRODUCCION
INTERPOLACION POLINOMIAL
BIBLIOGRAFIA

o Existe otra forma de definir los polinomios S;(x):

di d; yi  dih;
5(0) = Frtto =) + it =0+ (2 - ) (001 o)
Yj+1  djt1hy
+<;LJ_]6]>($_$])

o Con esta otra forma, y luego de operar algebraicamente con las mismas
condiciones impuestas, la ecuacién general es:

hj—1dj—1+2(hj—1+hj)dj +hjdj1 =6 (yﬂl —Yi Y~ yj—l) 7

hj hj,1

y también se obtienen dos Sistemas de Ecuaciones Lineales: para Frontera natural
o libre y para Frontera sujeta.
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